НАЙБІЛЬШИЙ СПІЛЬНИЙ ДІЛЬНИК
ТА НАЙМЕНШЕ СПІЛЬНЕ КРАТНЕ
В статті наведені означення і властивості найбільшого спільного дільника та найменшого спільного кратного разом з алгоритмами їх обчислення. Запропонований розбір олімпіадних задач на цю тематику.
Кожен з нас вивчав у школі, що таке найбільший спільний дільник (далі НСД) двох чисел a та b. Звичайно, це найбільше ціле число d, на яке a та b діляться без остачі. Не важко обчислити, наприклад, НСД(12, 18) = 6. Але що робити, якщо одне з чисел дорівнює 0? А якщо a чи b від’ємне? Над цим питанням на шкільних уроках, напевне, міркував не кожен учень. Для того щоб коректно відповісти на ці питання, наведемо означення найбільшого спільного дільника.
Означення 1. Найбільшим спільним дільником (далі НСД) двох цілих чисел a та b, які одночасно не дорівнюють нулю, називається таке найбільше ціле число d, на яке a та b діляться без остачі. Цей факт позначається так: d = НСД(a, b). Якщо обидва числа дорівнюють нулю, то покладемо НСД(0, 0) = 0.

Виходячи з означення, мають місце наступні співвідношення:

НСД(a, b) = НСД(b, a),

НСД(a, b) = НСД(-a, b)

НСД(a, 0) = |a|

Чому, наприклад, НСД(-12, 18) дорівнює 6, а не -6? Адже ж числа -12 та 18 діляться націло на 6 та на -6. Відповідь є простою: НСД – це найбільший спільний дільник, а число 6 більше за -6.
З поняттям найбільшого спільного дільника тісно пов’язане поняття найменшого спільного кратного.
Означення 2. Найменшим спільним кратним (далі НСК) двох цілих чисел a та b називається найменше додатне ціле число, кратне як a, так і b.

Основна теорема арифметики стверджує, що довільне натуральне число n можна подати у вигляді добутку простих чисел: 
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Такий розклад натурального числа називається канонічним. З нього випливає, що якщо a = 
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, то
НСД(a, b) = 
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НСК(a, b) = 
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Приклад 1. Розглянемо числа a = 24 та b = 18. Розкладемо їх на прості множники: 24 = 23 * 3, 18 = 2 * 32. Отже 

НСД(24, 18) = 2min(3,1) * 3min(1,2) = 21 * 31 = 6,

НСК(24, 18) = 2max(3,1) * 3max(1,2) = 23 * 32 = 8 * 9 = 72

Як раз такий метод, базований на використанні канонічного розкладу чисел, ми вивчаємо у школі для знаходження НСД та НСК. Але цей метод не є ефективним для реалізації алгоритмів їх обчислення.
Розглянемо наступний факт. Якщо НСД(a, b) = d, то a та b діляться на d. Отже їх різниця a – b також ділиться на d. Має місце наступне рекурентне співвідношення для обчислення НСД:

НСД(a, b) = 
[image: image6.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

<

-

³

-

=

=

b

a

a

b

a

b

a

b

b

a

a

b

b

a

),

,

НCД(

),

,

НCД(

0

,

0

,


Приклад 2. Нехай a = 32, b = 12. Тоді
НСД(32, 12) = НСД(32 – 12, 12) = НСД(20, 12) = НСД(20 – 12, 12) = НСД(8, 12) =

НСД(8, 12 – 8) = НСД(8, 4) = НСД(8 – 4, 4) = НСД(4, 4) = НСД(4 – 4, 4) = НСД(0, 4) = 4

Наведений метод обчислення також не є оптимальним. Наприклад, для знаходження НСД(1000000, 2) слід виконати 500000 операцій віднімання. Для прискорення обчислення НСД операцію віднімання замінимо операцією взяття залишку від ділення:

НСД(a, b) = 
[image: image7.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

<

³

=

=

b

a

a

b

a

b

a

b

b

a

a

b

b

a

),

mod

,

НCД(

),

,

mod

НCД(

0

,

0

,


Приклад 3. Нехай a = 78, b = 14. Тоді
НСД(78, 14) = НСД(78 mod 14, 14) = НСД(8, 14) = НСД(8, 14 mod 8) = НСД(8, 6) =

НСД(8 mod 6, 6) = НСД(2, 6) = НСД(2, 6 mod 2) = НСД(2, 0) = 2

Спростимо наведену вище рекурентність, скоротивши кількість умов до двох:

НСД(a, b) = 
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Якщо a < b, то НСД(a, b) = НСД(b, a mod b) = НСД(b, a), тобто аргументи функції НСД переставляються. При наступних викликах функції НСД перший аргумент завжди більший за другий. Нулем може стати лише другий аргумент b.

Приклад 4. Нехай a = 14, b = 78. Тоді
НСД(14, 78) = НСД(78, 14) = НСД(14, 8) = НСД(8, 6) = НСД(6, 2) = НСД(2, 0) = 2

Реалізуємо мовою програмування Сі функцію gcd (Greatest Common Divisor) обчислення НСД, використовуючи останню наведену рекурентність. Знак % в Сі позначає операцію взяття остачі від ділення.
int gcd(int a, int b)

{

  if (b == 0) return a;

  return gcd(b, a % b);

}
Нагадаємо, що умовний оператор в мові Сі має наступний синтаксис:

if (<умовний вираз>) <вираз 1>; else <вираз 2>;

Якщо <умовний вираз> є істинним, то виконується <вираз 1>, інакше виконується <вираз 2>.

Тернарний умовний оператор має наступний синтаксис:

< умовний вираз > ? < вираз 1 > : < вираз 2 >;

та семантично дещо відрізняється від оператора if..then..else. Якщо < умовний вираз > є істинним, то оператор повертає значення, яке повертає < вираз 1 >, інакше повертається значення виразу < вираз 2 >.

Використовуючи тернарний оператор, функцію gcd можна записати наступним чином:

int gcd(int a, int b)

{

  return (!b) ? a : gcd(b, a % b);

}
Теорема. Між НСД та НСК двох чисел має місце наступне співвідношення:

a * b = НСД(a, b) * НСК(a, b)

Функція lcm (Lowest Common Multiple) обчислення НСК має вигляд:

int lcm(int a, int b)

{

  return a / gcd(a, b) * b;

}

Помітимо, що при обчисленні виразу a * b / gcd(a, b) можливе переповнення, а при обчисленні a / gcd(a, b) * b ні. Вважаємо, що значення a, b та lcm(a, b) знаходяться в межах типу int.

Далі розглянемо розбір деяких олімпіадних задач, розв’язок яких пов’язаний з НСД та НСК.

1. Просте ділення [Вальядолід, 10407].  При діленні числа n на d отримується частка q та залишок r. При цьому q – максимально можливе ціле, для якого qd  n, а r = n – qd. Для довільної множини цілих чисел {a1, …, ak} завжди існує таке ціле d, що числа ai mod d рівні.

Вхід. Кожний рядок є окремим тестом та містить послідовність цілих чисел a1, …, ak, що закінчується нулем. Останній нуль не належить самій послідовності. Послідовність містить не менше трьох та не більше 1000 чисел. Не всі числа в послідовності рівні між собою. Ознакою кінця вхідних даних є рядок з одним нулем.

Вихід. Для кожної вхідної послідовності a1, …, ak вивести максимальне d, для якого при діленні ai на d будуть отримуватися рівні залишки.

	Приклад входу
	Приклад виходу

	701 1059 1417 2312 0
	179

	14 23 17 32 122 0
	3

	14 -22 17 -31 -124 0
	3

	0
	


Розв’язок. З умови задачі випливає, що

a1 = d * r1 + rest
a2 = d * r2 + rest
…

ak = d * rk + rest
Оскільки d максимальне , то НСД(r1, r2, …, rn) = 1. Далі маємо:

a2 – a1 = d * (r2 – r1)

a3 – a2 = d * (r3 – r2)

…

ak – ak-1 = d * (rk – rk-1)

Звідси випливає, що d – найбільше ціле, яке ділить a2 – a1, a3 – a2, …, ak – ak-1. Тобто
d = НСД(|a2 – a1|, |a3 – a2|, …, |ak – ak-1|).

Реалізація. Основний цикл програми полягає в читанні послідовності чисел {a1, …, ak} та послідовному обчисленні значення НСД(|a2 – a1|, |a3 – a2|, …, |ak – ak-1|).

#include <stdio.h> 

#include <math.h> 

int a, b, res;

int gcd(int a, int b) { ... } // код функції  gcd наведено вище

void main(void)

{

  while (scanf("%d %d", &a, &b), a) 

  {

    res = abs(a - b); a = b;

    while(scanf("%d", &b), b) 

    {

      res = gcd(res, abs(a - b));

      a = b;

    }

    printf("%d\n", res);

  }

}
2. Монетний завод [Вальядолід, 10717].  Канадський королівський завод виробляє столи, ніжки яких складають з монет. Кожний стіл має чотири ніжки, кожна ніжка складається з монет одного типу. Різні ніжки мають складатися з різних типів монет. Наприклад, одна ніжка може складатися з четвертушок, друга – з десяток, третя – з однокопійчаних, а четверта – з двокопійчаних монет. Існує скінчена кількість типів монет. Кількість монет кожного типу необмежена. Відома товщина кожного типу монет. Необхідно визначити максимально можливу висоту стола, не більшу за задану величину, а також мінімально можливу висоту стола, не меншу за задане значення.

Вхід. Складається з декількох тестів. Перший рядок кожного тесту містить кількість доступних номіналів монет n (4  n  50) та кількість столів T (1  T  10), яку слід зробити. Наступні n рядків характеризують товщину номіналів монет, які є в наявності. Далі йдуть T рядків, які описують бажані висоти столів, які необхідно сконструювати. Останній тест містить n =  T = 0 та не обробляється.

Вихід. Для кожної бажаної висоти стола вивести максимально можливу висоту стола, не більшу за бажану та мінімально можливу висоту стола, не меншу за бажану.

	Приклад входу
	Приклад виходу

	4 2
	800 1200

	50
	2000 2000

	100
	

	200
	

	400
	

	1000
	

	2000
	

	0 0
	


Розв’язок. Якщо a, b, c, d – товщини чотирьох типів монет, то мінімально можлива висота стола, який можна зробити, дорівнює h = НСК(a, b, c, d). Позначимо через low максимально можливу висоту стола, не більшу за бажану величину Height. Тоді low повинно ділитися на h та бути максимально можливим значенням, не більшим за Height. Звідси 

low = 
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Якщо знайдене low дорівнює Height (що можливо лише у випадку, коли Height ділиться на h без остачі), то мінімально можлива висота стола more, не менша за Height, також дорівнює Height. Інакше вона дорівнює low + h.

Залишається перебрати усі можливі четвірки товщин номіналів монет та знайти максимум серед усіх можливих low і мінімум серед усіх можливих more.

Приклад. Розглянемо набір монет з першого тесту, нехай бажана висота стола дорівнює 1000. Якщо в наявності є 4 типи монет з товщинами 50, 100, 200, 400, то можна конструювати столи, висоти яких кратні НСК(50, 100, 200, 400) = 400. Шукані висоти столів, які можна зробити, відповідно дорівнюють 800 та 1200.

Реалізація. Для розв’язку задачі достатньо використати цілочисельний тип int. Оскільки на вхід подається декілька тестів, то читаємо в циклі вхідні значення n та t, а також значення номіналів монет поточного тесту в масив coins.

while(scanf("%d %d",&n,&t),n + t)

{

  for(i = 0; i < n; i++) scanf("%d",&coins[i]);

Для кожної прочитаної бажаної висоти стола Height застосовуємо описаний вище алгоритм. Позначимо через Less максимум серед усіх можливих low, а через  Greater – мінімум серед усіх можливих more. Присвоїмо їм початкові значення.

  while(t--)

  {

    scanf("%d",&Height);

    Greater = 0x7FFFFFFF;

    Less = 0;

Перебираємо усі можливі четвірки номіналів монет x1 < x2< x3 < x4 (значення номіналів монет зберігаються відповідно в coins[x1], coins[x2], coins[x3], coins[x4]). 

    for(x1 = 0; x1 < n - 3; x1++)

    for(x2 = x1 + 1; x2 < n - 2; x2++)

    for(x3 = x2 + 1; x3 < n - 1; x3++)

    for(x4 = x3 + 1; x4 < n; x4++)

    {

Обчислюємо НСК товщин монет h = НСК(coins[x1], coins[x2], coins[x3], coins[x4]).

      h = coins[x1] * coins[x2] / gcd(coins[x1],coins[x2]);

      h = h / gcd(h,coins[x3]) * coins[x3];

      h = h / gcd(h,coins[x4]) * coins[x4];

Для кожної четвірки номіналів перераховуємо значення Less та Greater.

      low = Height / h * h;

      if (low > Less) Less = low;

      if (low != Height) low += h;

      if (low < Greater) Greater = low;

    }

Виводимо результат:

        printf("%d %d\n",Less,Greater);

      }

}

3. НСК декількох чисел. Є n цілих чисел: a1, a2, …, an. Необхідно обчислити їх найменше спільне кратне.

Вхід. Перший рядок містить натуральне число n < 1000. Другий рядок містить n натуральних чисел a1, a2, …, an, кожне з яких не більше за 2 * 109.

Вихід. НСК(a1, a2, …, an).

	Приклад входу
	Приклад виходу

	5
	1080

	2 8 27 24 30
	


Розв’язок. Задачу можна розв’язати послідовним обчисленням значень res1, res2, …, resn, де

res1 = a1,

zi = НСК(zi-1, ai), i = 2, 3, ..., n
Оскільки починаючи з деякого індексу p значення zi (i > p) вийдуть за межі типу int (або __int64), то при обчислення НСК (з використанням функції lcm) необхідно реалізувати довге ділення та множення. Оскільки НСК обчислюється через НСД, то слід також реалізувати операцію обчислення модуля на довгих числах.

Покажемо, як обчислити res = НСК(a1, a2, …, an), реалізувавши на довгих числах лише операцію множення. Для цього перебираємо всі пари (ai, aj), для кожної пари обчислюємо d = НСД(ai, aj), після чого розділимо aj на d. Залишилося обчислити добуток утворених чисел ai, який і дорівнює великому числу res. Оскільки ai за умовою задачі можна помістити в тип int, то для обчислення НСД(ai, aj) достатньо використати цей же цілочисельний тип.

Приклад. Розглянемо роботу алгоритму на прикладі, наведеному в умові задачі.

	стан масиву а
	пояснення

	2 8 27 24 30
	початковий стан масиву

	2 4 27 12 15
	Значення aj поділені на НСД(2, aj), 
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	2 4 27  3 15
	Значення aj поділені на НСД(4, aj), 
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	2 4 27  1  5
	Значення aj поділені на НСД(27, aj), 
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	2 4 27  1  5
	Значення aj поділені на НСД(1, aj), 
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Добуток чисел в масиві а дорівнює НСК(2, 8, 27, 24, 30) = 2 * 4 * 27 * 1 * 5 = 1080.

Реалізація. Читаємо вхідні дані, числа a1, a2, …, an заносимо в цілочисельний масив a.

scanf("%d",&n);

for(i = 0; i < n; i++) scanf("%d",&a[i]);

Перебираємо усі пари (ai, aj), ділимо aj на НСД(ai, aj).
for(i = 0; i < n - 1; i++)

for(j = i + 1; j < n; j++)

  a[j] /= gcd(a[i],a[j]);

Обчислюємо та виводимо добуток чисел, що містяться в масиві a. Він дорівнює НСК вихідних чисел ai. Тут ми не будемо реалізовувати множення великих чисел. Вважаємо, що добуток чисел з масиву a вміщується у змінній типу int.
res = 1;

for(i = 0; i < n; i++) res *= a[i];

printf("%d\n",res);

4. Сновида. Президент банку вночі перекладає вміст n сейфів, в яких клієнти зберігають коштовності. Відомо, що кожну ніч вміст сейфів перекладається одним і тим же чином. Процес перекладання характеризується послідовністю з n чисел: a1, …, an, де ai – номер сейфа, куди кожну ніч перекладається вміст i - го сейфу. Визначити, через яку найменшу кількість діб усі коштовності знову будуть знаходитися на своїх місцях.

Вхід. Кожний рядок є окремим тестом і містить числа n, a1, …, an (
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Вихід. Для кожного тесту вивести найменшу кількість діб, через яку всі коштовності знову будуть знаходитися на своїх місцях.

	Приклад входу
	Приклад виходу

	4 2 3 1 4
	3

	6 1 3 2 4 6 5
	2

	10 6 8 3 4 1 2 10 9 5 7
	6


Розв’язок. Послідовність a1, …, an є перестановкою чисел від 1 до n. Результатом буде НСК довжин циклів цієї перестановки.

Приклад. Перестановка із третього тесту розпадається на цикли: (6, 2, 8, 9, 5, 1)(3)(4)(10, 7). НСК довжин її циклів дорівнює НСК(6, 1, 1, 2) = 6.

Реалізація. Для зручності вхідну перестановку чисел читаємо в масив а, починаючи з індексу 0, а не 1. Для цього з кожного ai віднімемо одиницю, і далі будемо працювати з масивом a1 – 1, a2 – 1, …, an – 1. 

Задача звелася до знаходження довжин циклів перестановки та обчисленню їх НСК, значення якого згідно обмеженням на вхідні дані може бути великим числом. Якщо скористатися результатом задачі 3 (НСК декількох чисел), то цю задачу можна розв’язати, реалізувавши з довгої арифметики лише множення чисел. 

Нижче наведена спрощена реалізація, в якій вважається, що для зберігання відповіді достатньо використовувати цілочисельний тип int.

#include <stdio.h>

int i, j, n, res, len;

int a[100];

void main(void)

{

  while(scanf("%d",&n) == 1)

  {

    for(i = 0; i < n; i++)

      scanf("%d",&a[i]), a[i]--;

    for(res = 1, i = 0; i < n; i++)

    {

      if (a[i] == i) continue;

У змінній len обчислюємо довжину поточного циклу перестановки. 

      for(len = 1; a[i] != i; len++)

        swap(a[i],a[a[i]]);

      res = lcm(res,len);

    }

    printf("%d\n",res);

  }

}
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